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Abstract: La logica fuzzy permette di formalizzare molte situazioni reali caratterizzate da concetti vaghi e imprecisi. I tableaux analitici fuzzy sono un metodo deduttivo corretto e completo, ma soprattutto molto semplice. Esso si presta per sperimentazioni didattiche che si presentano molto interessanti per la varietà dei casi reali che possono essere trattati. In questo articolo sono dati gli elementi della logica fuzzy min-max, quindi è presentato un tool Java pe lo sviluppo di un tableau, insiemi a giochi e problemi come esempio di problem- solving in logica fuzzy.

1. Introduzione

La logica fuzzy è una logica a più valori capace di formalizzare la conoscenza imprecisa e di inferire proposizioni imprecise da proposizione imprecise, calcolando il grado di validità dell’inferenza. Creata da Lotfi Zadeh [10], la logica fuzzy ha trovato la sua prima sistemazione, come sistema deduttivo corretto e completo, solo nella seconda metà degli anni ’90. Si vedano, ad esempio, i testi di Hajek [7], Gerla [5] e Novak [8].

La rappresentazione e l’elaborazione della realtà sono tradizionalmente associate alla realizzazione e allo studio di modelli matematici basati su concetti univocamente definiti. Tuttavia molti concetti sono tutt’altro che precisi e ben definiti: basti pensare al significato d’espressioni quali “persona simpatica”, “auto molto veloce”, “uomo abbastanza ricco”, ecc. Di fronte al problema di formalizzare e di manipolare concetti di questo tipo, gli strumenti classici sono inefficaci. In effetti, da una parte non è possibile costruire, utilizzando la nozione classica d’insieme, l’insieme di individui di un dato universo del discorso che godono di una proprietà vaga, dall’altra l’applicazione della logica classica ai concetti vaghi ed imprecisi dà origine a paradossi. I paradossi del mucchio di grano e dell’uomo calvo sono esempi molto noti. Per cui classicamente è possibile provare, per uso ripetuto della regola del Modus Ponens, che “Ogni mucchio di grano è piccolo” oppure che “Ogni uomo cui mancano completamente i capelli non è calvo”. [6]. Occorre aggiungere che ogni concetto vago del linguaggio naturale genera un paradosso, se esso è trattato mediante un sistema formale classico. Vale il seguente risultato: “E’ possibile avere un paradosso simile a quello del mucchio di grano in corrispondenza di ogni concetto vago” [6]. La logica fuzzy risolve facilmente tali paradossi.

La sintassi della logica fuzzy è essenzialmente la sintassi della logica classica, ma le due semantiche sono completamente differenti. Un enunciato fuzzy è una coppia (A, a), dove A è un enunciato di un linguaggio formale dato e a ( [0, 1] è il grado di verità assegnato ad A. Tale coppia è detta formula valutata. Dato un insieme di formule valutate, sussistono infinite derivazioni per una formula B da esso; ad ogni derivazione è associato un valore di verità. Si seleziona, poi, come grado di validità della derivazione il sup di tali valori.

Tale fatto lascia facilmente comprendere l’estrema difficoltà che s’incontra nel calcolo di una derivazione e anche nella costruzione di dimostratori automatici di teoremi in logica fuzzy. Il metodo dei tableaux fuzzy [2], presentato in questo articolo e implementato utilizzando il linguaggio Java, rende il problema di facile soluzione.

L’utilizzo didattico è immediato, ed esso può essere utilizzato in sperimentazioni didattiche con gli stessi obiettivi formativi che sono legati all’insegnamento della logica classica.

In questo articolo nel paragrafo 2 sono fornite le definizioni essenziali riguardanti la logica fuzzy, nel paragrafo 3 sono presentate le regole per la costruzione di dei tableaux fuzzy e le proprietà di questi, nel paragrafo 5 è descritto brevemente il tool in Java che è un piccolo dimostratore automatico di teoremi fuzzy e che utilizza il metodo dei tableau; nel paragrafo 6 sono presentati esercizi, giochi e problemi.

2. Elementi di teoria dei fuzzy set e di logica fuzzy

In questo paragrafo sono date la definizione di fuzzy set e gli elementi del linguaggio e della semantica della logica di min-max.

Definizione 1 Sia U un insieme classico non vuoto (detto universo del discorso). Un fuzzy set A su U è una funzione sA: U ( [0, 1] che associa ad ogni elemento x ( U un grado di appartenenza sA(x) ( [0, 1].

Le logiche fuzzy sono ripartite in due grandi classi: la classe delle logiche residuate e quelle non-residuate. Nella prima la semantica dei connettivi logici and, or e not è fissata rispettivamente dalle funzioni t-norma, s-norma e negazione [7]. Alla seconda appartiene la logica min-max o logica di Zadeh studiata in [5]. I tableaux qui presentati [2] sono un sistema deduttivo corretto e completo per tale logica.

Definizione 2. Il linguaggio L usato dalla logica fuzzy si compone di:

· Un insieme infinito P = {P, Q, R, P1, Q1, R1,…} di lettere proposizionali.

· I connettivi logici (,(,( e (.

· Le parentesi tonde come simboli ausiliari.

Definizione 3. L’insieme F delle formule del linguaggio L è definito ricorsivamente come segue:

· Una lettera proposizionale è una formula.

· Se A e B sono formule allora (A, A ( B, A ( B e A ( B sono formule.

· Null’altro è una formula.

Definizione 4. Il valore di verità di una formula è determinato dalla funzione T : F ( [0, 1] tale che: T(A) ( [0, 1], T((A) = 1 – T(A), T(A ( B) = min(T(A), T(B)), T(A ( B) = max(T(A), T(B)), T(A ( B) = max(1 – T(A), T(B)).

Il concetto di formula valutata permette di rappresentare concetti vaghi. 

Definizione 5. Una formula valutata è una coppia ordinata di tipo (A, a) dove A è una formula, mentre a([0, 1]. La formula valutata (A, a) si dice soddisfacibile se e solo se esiste un’interpretazione T tale che T(A)(a. In tal caso, l’interpretazione T viene detta modello di (A, a).

Classicamente una formula A è una tautologia se ogni sua interpretazione vale 1 (vero). Il concetto di formula tautologia è così esteso alla logica fuzzy.

Definizione 6. Il grado di validità della formula A è: 

|| A || = inf {a: dei valori di T(A) per ogni interpretazione T}.

Una formula con grado di validità a viene detta anche tautologia di grado a e si scrive |= a A.

In corrispondenza a tale estensione, è modificato il concetto classico di conseguenza logica. 

Definizione 7. Una teoria fuzzy è un insieme di formule valutate (A, a). Una teoria fuzzy X ha un modello (è soddisfacibile) se e sole se esiste un’interpretazione T tale che T(Ai)(ai ((Ai, ai) in X. Si dice che (A, a) è conseguenza logica di X se e solo se ogni modello di X è anche un modello di A. In tal caso ||A||X = inf { T(A): T soddisfa X} è il grado di validità di A rispetto a X (e A viene anche detta tautologia di grado a rispetto alla teoria X).

Come si vede possono esistere infiniti valori per a, in corrispondenza dei quali ogni modello di X è un modello di (A, a). Il metodo dei tableaux costituisce una procedura di decidibilità semplice ed elegante per calcolare il grado di validità.

3. I tableaux analitici fuzzy

Il metodo dei tableaux analitici fuzzy qui presentati è un’estensione del calcolo dei tableaux introdotto da Beth [1] e successivamente ampliato da Smullyan [9] e Fitting [4]. 

Esso consente di fornire facilmente risposte a problemi logici fondamentali:

· Data una formula valutata, qual è il suo grado di validità ?

· Data una teoria fuzzy e una formula, la formula è derivabile dalla teoria? Se si, qual è il grado di derivabilità?

Per definire un tableau fuzzy è necessario introdurre la nozione di formula valutata generalizzata.

Definizione 8. Se A(F e a([0, 1], allora [A, a], [a, A], ]A, a[ e ]a, A[ sono dette formule valutate generalizzate. Se la formula A è atomica, allora la formula valutata generalizzata è detta anch’essa atomica.

La Tabella 1 seguente mostra le regole di espansione per i tableaux fuzzy nella notazione di Smullyan [2], che permettono di sviluppare il tableau per una generica formula valutata generalizzata.

	Regole di tipo (
	Regole di tipo (
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Tabella 1. Regole di espansione per i tableaux fuzzy

La procedura di sviluppo di un tableau è quella data in [9, 2] a cui si rimanda. Lo sviluppo è legato al concetto di dimostrabilità di una formula fuzzy, secondo le definizioni seguenti:

Definizione 9. (ii) Una dimostrazione di una formula valutata (A, r) è un tableau chiuso per la formula valutata generalizzata [r, A]. Il grado di dimostrabilità di una formula A è a = sup {r: l’insieme dei tableaux per [r, A] si chiude} e in tal caso si scrive |-a A. (iii) Data una teoria fuzzy X = {(A1, a1), …., (An, an)} ed una formula A, diciamo che (A, r) è derivabile da X se il tableau per l’insieme S = {[A1, a1], …, [An, an]}( {[r, A]} si chiude. Il grado di derivabilità di A da X è a = sup {r:  l’insieme dei tableaux per S si chiudono }. 

Per decidere se un tableau è chiuso o aperto valgono i seguenti criteri:

Definizione 10.

· Un ramo di un tableau è chiuso se su di esso vi sono nodi contradditori, altrimenti esso viene detto aperto.

· Un tableau analitico fuzzy è chiuso se ogni suo ramo è chiuso, altrimenti esso è detto aperto.

· Un ramo B di un tableau si dice completo se tutti i suoi nodi con formule non atomiche sono stati sviluppati usando le regole date sopra.

· Un tableau si dice completo se tutti i suoi rami sono completi.

I nodi contraddittori sono i nodi 
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La semantica delle formule valutate estese è data in [2], a cui si rinvia.

Esempio 1: Qual è il grado di dimostrabilità della formula 
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Figura 1. Esempio di dimostrazione della validità di una formula fuzzy

Nell’esempio appena mostrato è interessante notare come la formula data sia una tautologia classica. Si può dimostrare che il grado di dimostrabilità di una tautologia classica è esattamente ½ [5].

Si dimostra che il metodo di calcolo dei tableaux analitici fuzzy è corretto e completo [2]

Teorema 1. (Correttezza forte) Se X |-a A allora X |=a A.

Teorema 2. (Completezza forte) Se X |=a A allora X |-a A.

Usando le procedure, le proprietà e i teoremi appena enunciati, è possibile provare immediatamente il seguente importante risultato:

Teorema 3. Il sistema dei tableaux analitici fuzzy fornisce una procedura decisionale per stabilire se una formula è una tautologia (derivabile da una teoria finita X) di grado a [2].

4. Il tool JFuzzyTableau

Sono qui brevemente descritti alcuni elementi di progettazione e di implementazione di un dimostratore automatico di teoremi fuzzy basato sul metodo dei tableaux. Il dimostratore è scritto nel linguaggio di programmazione Java (da cui il nome di JFuzzyTableaux, abbr. JFT). Il sistema offre le seguenti funzionalità:

· Data in input una valutata formula, capacità di stabilire se la formula è una tautologia e, se sì, di quale grado.

· Data in input una valutata formula e una teoria fuzzy, capacità di stabilire se la valutata formula è derivabile dalla teoria e, se sì, con quale grado.

· Supporto per il parsing di formule logiche fornite in notazione prefissa e per la visualizzazione dei risultati di output in notazione prefissa ed infissa.

Alla base del sistema vi è un modulo che si occupa della gestione delle formule logiche. In breve, tale modulo è in grado di:

· Controllare la correttezza sintattica delle formule inserite dall’utente.

· Convertire la stringa rappresentante una formula sintatticamente corretta in un albero binario, struttura dati più facile da interrogare e da manipolare.

· Visualizzare le formule di output in notazione prefissa ed infissa.
L’interazione con l’utente è affidata all’interfaccia grafica mostrata in Figura 3.
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Figura 2. La GUI di JFuzzyTableaux come si presenta all’avvio

JFT si presenta all’utente come mostrato in Figura 2. Come si può notare dalla figura, l’interfaccia può essere scomposta in quattro componenti principali:

· La sottofinestra Premesse: nella quale è possibile inserire le formule fuzzy che compongono una teoria fuzzy.

· La sottofinestra Tautologia / Conclusione: nella quale va digitata la formula che si vuole dimostrare o la conclusione delle premesse.

· La sottofinestra Output testuale: visualizza i risultati prodotti dal dimostratore automatico in versione testuale;

· La sottofinestra Output grafico: visualizza i risultati  in versione grafica.

· La barra dei menu: che contiene tutta una serie di comandi per la gestione del layout e del look and feel della GUI. 
5. Esercizi, problemi e giochi con la logica fuzzy

5a Esercizi

Usiamo JFT per dimostrare la validità della formula dell’Esempio 1. Digitiamo la formula nel campo di testo della sottofinestra Tautologia/Conclusione. (Fig. 3) Le formule vanno specificate in notazione prefissa. Pertanto, la formula dell’Esempio 1 diventa: impl(impl(not(a), not(b)), impl(b, a)). La Figura 4 mostra i dettagli delle operazioni appena descritte.
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Figura 3. Dettaglio della sottofinestra "Tautologia / Conclusione" con la formula da dimostrare inserita nella sua forma completa e con la selezione della notazione infissa.

A questo punto per avviare la dimostrazione basta cliccare sul bottone “Dimostra”, la Fig. 5 mostra il tableau sviluppato.
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Figura 4.  L'output visualizzato da JFT per la formula impl(impl(not(a), not(b)), impl(b, a)).

5b Problemi 

Si consideri il seguente ragionamento:

1. Se l’inflazione cresce, il potere di acquisto della moneta diminuisce, 0.9. 2. Se il potere di acquisto diminuisce, la condizione finanziaria delle famiglie peggiora, 0.7. 3. L’inflazione cresce, ma la Banca Centrale alza il tasso ufficiale di interesse, 0.6. 4. La povertà delle famiglie peggiora di molto, 0.8.

Conclusione: Dunque, sebbene la Banca Centrale rialzi i tassi di interesse, le avversità finanziarie delle famiglie restano gravi.

Formalizzazione: P1: l’inflazione cresce, P2: il potere di acquisto della moneta diminuisce; P3: la povertà delle famiglie peggiora; P4: la Banca Centrale alza i tassi di interesse.

· 1. (P1 ( P2, 09); 2. (P2 ( P3, 07); 3. (P3 ( P4, 06); 4. (P3, 08)

· Conclusione: (P2 ( P4, r)

Applicando il metodo dei tableaux, illustrato in Figura 2, si ricava che l’enunciato (P2 ( P4) è derivabile con grado 0.6 dalle premesse.
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Figura 5. Esempio di dimostrazione di derivabilità di una formula da una teoria fuzzy.

5c Giochi

Esaminiamo 
qui due quesiti logici. 

Il primo, molto noto, presenta il seguente scenario:

In una villa è stato commesso un furto di gioielli; tre sono le persone sospettate: la contessa proprietaria della villa, il suo maggiordomo e il noto ladro Arsenio Lupin. Dagli interrogatori l’ispettore Holmes ha accertato che: 

La contessa è colpevole o il maggiordomo sta mentendo o Lupin non era nella villa 0.6; O la contessa è colpevole o il maggiordomo sta mentendo o Lupin era nella villa, 0.6; Il maggiordomo non sta mentendo, 0.8.

Chi è il colpevole?

Come per il problema visto poco prima, anche qui partiamo dalla formalizzazione dei fatti:

· c = La contessa è colpevole; mm = Il maggiordomo sta mentendo

· lv = Lupin era nella villa; m = Il maggiordomo è colpevole, l = Lupin è colpevole

Per trovare la risposta al quesito, avvalendoci di JFT, bisogna chiedersi, per ogni sospettato S, se, sulla base delle considerazioni raccolte da Holmes, è corretto dedurre che S è colpevole, dove S assumerà dapprima l’identità della contessa, poi quella del maggiordomo e, infine, quella di Lupin. A tal fine nella sottofinestra Premesse scriviamo i fatti noti:

(or(c, or(mm, not(lv))), 0.6); (or(c, or(mm, or(mm, lv))), 0.6); (not(mm), 0.8).

Inserendo nella sottofinestra Tautologia/Conclusione le formule c, m ed l, otteniamo: c è derivabile con grado di dimostrabilità pari a 0.6; né m né l sono derivabili. Dunque, tenuto conto che le indagini erano viziate da imprecisione, il colpevole è la contessa con un grado di verità minore di 1!
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Figura 6. Grafico che dimostra la colpevolezza della contessa.

Il secondo è un problema di spionaggio in borsa tratto da [3]. Ecco i fatti:

I sigg. Antonio, Giuseppe, Mario e Francesco vorrebbero acquistare delle azioni di una società ottimamente quotata in borsa. Sono, però, frenati da una serie di considerazioni che uno scaltro detective, ha così riassunto:

· Mario non acquista se non acquista anche Francesco. Antonio non intende essere l’unico acquirente. Giuseppe non acquista se acquista anche Mario. Francesco acquista se e solo se acquista anche Giuseppe. Atonio ha acquistato delle azioni

Chi ha acquisto le azioni, oltre Antonio?

Per risolvere l’enigma tramite JFT, si formalizzano i fatti nel modo seguente:

a = Antonio ha acquistato le azioni; f = Francesco acquista le azioni

m = Mario acquista le azioni; g = Giuseppe acquista le azioni

La Tabella 2 riassume i risultati forniti da JFT. La Figura 8 mostra il tableau generato dall’applicazione per la conclusione et(a, f).

	Conclusione
	Risultato

	et(a, m)
	L'albero resta aperto. Non derivabile.

	et(a, et(f, g))
	Derivabile con grado 0.5

	et(a, et(f, m))
	L'albero resta aperto. Non derivabile.

	et(a, et(g, m))
	L'albero resta aperto. Non derivabile.

	et(a, et(f, et(g, m)))
	L'albero resta aperto. Non derivabile


Tabella 2. Riepilogo dei risultati prodotti da JFT per il rompicapo dello spionaggio in borsa.
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Figura 7. Tableau creato da JFT per la conclusione et(a, f).

Come si può vedere, l’albero si chiude con Antonio, Francesco e Giuseppe. Non si chiude quando nella conclusione compare il nome di Mario.

6. Conclusioni

In questo articolo sono stati presentati i tableax analitici fuzzy unitamente alla loro implementazione in linguaggio Java. Tali tableaux costituiscono un metodo corretto e completo, oltre che una procedura di decidibilità, della logica fuzzy min-max. Tale logica ha una semantica semplice ed immediata che consente con facilità attività di problem solving in logica fuzzy strettamente collegate con situazioni reali, interessanti e diversificate, sempre ricche di vaghezza ed imprecisione.
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